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С Е М Е С Т Р I 
З А Н Я Т И Е  1 .  Л И Н Е Й Н А Я  З А В И С И М О С Т Ь  
В Е К Т О Р О В . К О О Р Д И Н А Т Ы  В Е К Т О Р А
1. В  треугольнике A B C  точка О  является точкой пересечения  
м едиан A D  и  В К .  Вы разить векторы  A D , А О , В К  через векторы  
А В  =  а  и  А С  =  Ь.
2. В  трапеции A B C D  отнош ение основания A D  к  основанию В С  
равно А. П олагая А С  — a, B D  =  b выразить через о  и Ь векторы  
А В , В С , C D ,  D A .
3. В  треугольнике A B C  точки К  и  L  дел я т сторону А В  н а  равные
части А К  =  K L  — L B .  Точка М  л еж и т н а  С К  так, что С М  =  - С К ,
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а  точка N  л еж и т на C L  так, что C N  =  - C L .  Вы разить вектор M N
через векторы  А В  =  а  и  А С  =  Ь.
4. Д а н  правильный ш естиугольник A B C D E F .  П ринимая за  б а ­
зи сн ы е  векторы  А В  и А С , найти в этом  базисе координаты векторов  
А В , В С , C D ,  Ш ,  E F ,  F A , A D , Н Е .
5. В  параллелограм ме A B C D  н а  стороне D C  леж ит точка К  так,
что D K  =  —D C ,  н а  стороне А В  леж ит точка L  так, что L B  =  - А В ,
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М  — середина K L .  Вы разить вектор M B  через векторы А В  =  а  и  
П П  =  Ь.
6. Н а  стороне параллелограм ма A B C D  отлож ен отрезок А К  =
=  - А В ,  н а  диагонали А С  отрезок  A L  — - А С .  Д оказать , что векторы
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K L  и  L B  коллинеарны.
7. В  т етраэд ре A B C D  точка М  — середина медианы D K  треуголь­
ника A B D ,  а  точка N  является пересечением м едиан в треугольнике 
B C D .  В ы разить вектор M N  через векторы  А В  =  а, А С  — b, A D  — с.
8 . Д а н  тетраэдр О  A B C .  П ринимая з а  базисные векторы ё х ,ё 2 , ё з  
векторы  О  А , О В , О С , найти в этом  базисе координаты:
1) вектора О М ,  соединяю щ его верш ину О  с  точкой пересечения М  
м едиан  грани A B C ,
2 ) вектора, соединяю щ его середину D  р ебра О  А  с точкой F  пересече­
ния м едиан  грани В О С .
9. Д а н  параллелепипед A B C D A 'B 'C 'D '. Точка L  — центр грани 
A 'B 'C 'D ', М  — середина B L .  Найти координаты вектора M D '  отно­
сительно базиса  А В  =  ё \ , A D  =  ё 2 , А  А' =  ёз.
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10. В  параллелепипеде A B C D A 'B 'C 'D '  точка М  — середина от­
р езка Р К ,  соединяю щ его центры граней С В В 'С '  и  А В В 'А '  , а  точка  
N — середина ребра A 'D '. Найти координаты вектора M N  в базисе
A B , А С , А А '.
11. И з  точки О  вы ходят д в а  вектора О  А  =  а  и  О  В  — Ь. Найти  
какой-нибудь вектор О М  параллельный биссектрисе угла А О  В .
12. В  треугольнике A B C  \А В \ =  1 , \А С \ =  3. В  каком отношении  
м едиана B L  дел ит биссектрису А К ?
13. В  треугольнике A B C  точка М  является пересечением прямых 
С К  и  B L . П ри  этом  А К  — -  А В , A L  =  -  А С . Найти координаты  
вектора A M  в  базисе А В , А С .
14. Д ок азать , что в тетраэдре A B C D  прямые, соединяющ ие вер­
шины с точками пересечения медиан противоположны х граней, пере­
секаются в одной точке О . Вы разить вектор А О  через векторы А В ,
A C , А В .
З А Н Я Т И Е  2 .  С К А Л Я Р Н О Е  П Р О И З В Е Д Е Н И Е  
В Е К Т О Р О В . В Ы Ч И С Л Е Н И Е  Д Л И Н Ы  В Е К Т О Р А ,  
У Г Л А  М Е Ж Д У  В Е К Т О Р А М И , П Р О Е К Ц И И  В Е К Т О Р А ,  
В Ы Ч И С Л Е Н И Е  С К А Л Я Р Н О Г О  П Р О И З В Е Д Е Н И Я  
В Е К Т О Р О В  Ч Е Р Е З  К О О Р Д И Н А Т Ы
1 .’И звестно, что |e i | =  1, |вг| =  2, (ёх, ёг) — 60°. а  =  Зёх — ёг; 
Ъ =  ёх +  ёг- Н айти длины  векторов а  и  Ь и  угол  м еж ду  ними.
2. И звестно, что |ё£| =  3, |ёг| =  1, (ёТ ,ёг) =  120°. а  =  ёГ — Щ\ 
Ъ =  ёх +  Зёг- Найти длины  векторов а  и  & и  угол  м еж ду  ними.
З; В  треугольнике A B C : А  =  60°, | А В | =  2, \А С \ — 3. Н айти угол  
D O K  м еж ду  биссектрисой A D  к  медианой С К .
4.: В  параллелограмме A B C D : \А В \ =  4 , \A D \ =  2 , А  =  60°, точка  
К  — середина сторонь£.0, прямые B D  и  А К  пересекаются в  точке М . 
Н айти у гол  A M  В .
С ь .  в  тетраэдре A B C D : \А В \ =  2 , \А С \ =  3, | A D \ =  4 , cos В А С  =
cos B A D  — cos C A D  -  Найти угол  м еж д у  биссектрисой угла А  
в треугольнике A B D  и  медианой угла С  треугольника A C D .
6. В  п араллелепипеде A B C D A 'B 'C 'D ':  \А В \ =  2, |A D | =  4, \АА'\ =  
6 , cos B A D  =  cos B A A  =  cos D A  A ' — точка К  — середина р ебра  
В  В ', точки L  — середина р ебра В С .  Найти
1) расстояние м еж д у  серединами отрезков А К  и  L A ',
2) угол  м еж д у  прямыми А К  и  L B '.
7. В  параллелепипеде A B C D A 'B 'C 'D ': \А В \ =  2 , \А А '\ =  3 , \A D \ =  
=  4 , cos D A B  - - ,  cos D A  A '  =  - ,  cos B A A '  =  Точка К  — середина  
р ебр а В 'С ',  К '  — ортогональная проекция точки К  на прямую А  А!. 
Н айти расстояние \А К '\.
8 . В ы числить длины  диагоналей А С ' и  B D '  параллелепипеда  
A B C D A 'B 'C 'D ', зн ая  длины  ребер \А В \ =  a , \A D \ =  Ь, \А А '\ =  с, 
и  углы  B A D  =  а ,  В А А ! ~  0 ,  D A A ! — -у. Н айти такж е косинусы  
углов, образуем ы х д иагональю  А С ' с  ребрами А В , A D , А А '.
9. О пределить длину вектора а  =  { 7 , - 8 } ,  если  д ц  =  4 , 512 =  8 , 
922 =  25.
10. Д лины  базисны х векторов |e i | =  2 , |ё2 1 =  V^> угол  м еж ду  ними
ш — —я . Д а н ы  д в а  вектора а  =  { 1 ,2 } ,  6 =  { 2 ,2 } .  Н айти метрические 
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коэф ф ициенты  и  угол  м еж д у  векторами а  и 6.
11. Н айти  вектор, являющ ийся ортогональной проекцией вектора 
{ —1 4 ,2 ,5 }  на прямую , параллельную  вектору {2 , —2 ,1 } .  Б азис орто- 
нормированны й.
12. Н айти  вектор, являющ ийся ортогональной проекцией вектора 
а  =  { 1 ,3 ,2 }  н а  прямую , параллельную вектору 6 =  { 3 ,4 ,1 2 } .  Б азис  
ортонормированны й.
13. Д ан ы  три  вектора о  =  { 8 ,4 ,1 } ,  Ъ — {2  — 2 ,1 } ,  с  =  { 1 ,1 ,9 } ,  
исходящ ие и з о дной  точки. Н айти вектор, являющ ийся ортогональной  
проекцией вектора с  н а  плоскость, определяем ую  векторами о  и  Ь. 
Б а зи с  ортонормированны й.
14. Д ан ы  тр и  вектора а  =  { 1 , —2 ,2 } ,  Ь — { 3 ,4 ,0 } ,  с  =  { 2 , 1 , - 1 } ,  
исходящ ие и з о дной  точки. Найти вектор, являющ ийся ортогональной  
проекцией вектора с  на плоскость, определяем ую  векторами а  и  ft. 
Б ази с ортонормированны й.
15. Н айти  вектор, являющийся ортогональной проекцией вектора 
{ 8 ,4 ,1 }  н а  плоскость, перпендикулярную к вектору {2 , —2 ,1 } .  Б азис  
ортонормированны й.
16. Н айти  вектор, являющ ийся ортогональной проекцией вектора 
а  =  { 5 , —1 , 1} н а  плоскость, перпендикулярную вектору b =  { 3 , 4 , 1 2} .  
Б ази с ортонормированны й.
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З А Н Я Т И Е  3 . В Е К Т О Р Н О Е  П Р О И З В Е Д Е Н И Е  
В Е К Т О Р О В . О Р И Е Н Т А Ц И И  Т Р О Е К  В Е К Т О Р О В .  
О П Р Е Д Е Л Е Н И Е , С В О Й С Т В А  В Е К Т О Р Н О Г О  
П Р О И З В Е Д Е Н И Я , В Ы Ч И С Л Е Н И Е  
Ч Е Р Е З  К О О Р Д И Н А Т Ы
Здесь  базисы  всю ду ортонормированные, полож ительно ориенти-
1. Д аны  д в а  вектора о  =  { 1 1 ,1 0 ,2 } ,  b  =  { 4 ,0 ,3 } .  Найти вектор с 
длины  1 , перпендикулярный к  векторам а  и 6 и  направленный так, 
чтобы упорядоченная тройка векторов а, Ъ, с  имела положительную  
ориентацию.
' 2. Д аны  д в а  вектора а  =  { 8 ,4 ,1 } ,  Ь =  {2 , —2 ,1 } .  Найти вектор с  
длины 2 , перпендикулярный к  векторам а  и  Ъ и  направленный так, 
чтобы  упорядоченная тройка векторов а , b, с  имела отрицательную  
ориентацию.
3. Вычислить площ адь треугольника, вершины которого находят­
ся в точках ( —1 , 0 , —1), ( 0 ,2 ,—3), (4 ,4 ,1 ) .
А .  Д ан ы  точки М (  1 , —1 ,4 ), Р (2 ,0 ,3 ) ,  Q (5 ,2 ,1 ) .  Найти расстояние 
от точки М  д о  прямой P Q .
I 5 . О дна и з вершин параллелепипеда A B C D A 'B 'C 'D '  находится в 
точке А ( 1 ,2 ,3 ) ,  а  концы выходящих из нее ребер в точках В ( 9 , 6 ,4 ), 
£ > (3 ,0 ,4 ), А'(Ь , 2 , б ). Найти угол  м еж ду  диагональю  А С '  и  плоскостью  
грани A B C D .
6. В  тетраэдре A B C D  найти угол м еж ду  ребром A D  и  плоскостью  
A B C ,  если А (—1 ,2 , —2), В (3 ,0 ,1 ) ,  С (2 ,2 ,4 ) ,  £> (1 ,3 ,2).
7. В  тетраэдре A B C D  с  вершинами А {4 ,2 ,1 ) ,  В ( —2 ,1 ,0 ) ,  С (5 ,3 ,1 ) ,  
£ > (2 ,2 ,3 ) найти:
1) расстояние от  точки D  д о  прямой А В ,
2) угол  м еж ду  плоскостями A B D  и A B C .
8 . В  параллелепипеде A B C D A 'B 'C 'D '  найти угол ме ж д у  плос­
костями А С С 'А '  и  B C D 'А ', если А В  =  { 1 , 3 , - 1 } ,  A D  =  {2 ,4 ,1 } ,  
А А !  =  { 3 ,2 ,1 } .
9. Д ок азать  т ож дество
([5, Ь], [с, d]) =
(а, с) (a , d)
(Ь,с) ( М )
10. Д ок азать , ч то  площ адь параллелограм ма, построенного н а век­
тор ах  а  и  6 равна
11. Д ан ы  плоские углы  В О С  =  о , С О А  =  Ь, А О  В  =  с  трехгранного  
угл а  О  A B C .  Вычислить косинусы его внутренних двугранны х углов  
А , В , С , противолеж ащ их граням В О С , С О А , А О В , соответственно.
12. Д ан ы  внутренние двугранны е углы  А , В ,  С  трехгранного, угла  
О  A B C .  Вы числить косинусы  его  плоских углов.
З А Н Я Т И Е  4 .  В Е К Т О Р Н О Е  И  С М Е Ш А Н Н О Е  
П Р О И З В Е Д Е Н И Я  В Е К Т О Р О В . О П Р Е Д Е Л Е Н И Е ,  
С В О Й С Т В А  И  Г Е О М Е Т Р И Ч Е С К И Й  С М Ы С Л  
С М Е Ш А Н Н О Г О  П Р О И З В Е Д Е Н И Я  В Е К Т О Р О В
1. Д ан ы  точки А (4 ,2 ,1 ) ,  В ( 0 ,0 ,1 ) ,  С ( 2 , - 2 , 1 ) ,  - 1 ,2 ) .  A i  —
ортогональная п роекция точки А  на плоскость В С  йти:
1) расстояние о т  точки А  д о  плоскости B C D ,
2) координаты  вектора А \А .
2. Вы числить объ ем  параллелепипеда A B C D A 'B 'C 'D ', зная  его  
верш ину А {  1 ,2 ,3 )  и  концы вы ходящ их из нее ребер В (9 ,6 ,4 ) ,  jD(3, 0 ,4 ) ,
3 . Д а н и  три  луч а  О  А , О В , О С , не леж ащ ие в одной плоскости. 
В нутри  углов А О В , В О С , С О А  в зяты , соответственно, точки D , Е , F . 
Установить, буд ут  ли  упорядоченны е тройки векторов О  А , О В , О С , 
и  O D , О Е , O F  и м еть одинаковые или противоположны е ориентации.
4 . Д ан ы  тр и  некомпланарны х вектора О  А  =  о , О В  =  Ъ, О С  =  с. 
Н айти  в ектор О Н ,  где Н  — ортогональная проекция точки О  на плос­
кость A B C .
5. Д о к а за ть  т ож д еств о
1
(а , а )  (о , Ь) 12
S  =
(Ь, а )  (5, Ъ)
A i ( 5 ,2 ,6 ) .
(а ,х )  (а , у )  (a , z )
( a ,b , c ) ( x ,y , z )  =  (6, х )  (Ь ,у) (b ,z )
(с, х ) (с, у )  ( c ,z )
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6. Д ок азать , что объем  параллелепипеда, построенного н а  векто­
рах о, Ь, с  равен
(а , а ) (й,Ь) (“ ,Ч
v  = (Ь.а) (5,5) (5, с)
(с, о) (С, 5) (с, с)
(j7. Н айти расстояние м еж ду прямыми А В  и  C D ,  где А (2 , —4 ,0 ),  
5 ( 0 , - 3 , 1 ) ,  0 ( 1 ,1 ,1 ) ,  Z>(—1, —3 ,1 ).
8 . Вычислить объем  параллелепипеда, зная длину \О А\ =  а, \О В \ =  
=  Ъ, \О С \ =  с тр ех  его  р ебер, выходящ их из одной вершины О , и углы  
В О С  =  а ,  С О А  — /3, А О  В  =  7  м еж ду  ними.
9 . Н айти объем  тетраэдра, построенного на векторах а  =  {ах , аг , 03}, 
b =  { b i ,  62, 63} , с  =  {сх,С2 , с з }  и  смеш анное произведение векторов 
(а ,Ь ,с ), если известны метрические коэффициенты  базиса ёГ, ёг, 
ёз — вообщ е говоря не ортонормированного.
10. Д аны  д в а  вектора а  =  { 0 ,1 ,1 }  и  { 1 ,1 ,0 } .  Н айти вектор с  длины
1 , перпендикулярный к  ректору а, образующ ий с  вектором 6 угол —
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и  направленный так, чтобы  упорядоченная тройка векторов а , Ь, с 
имела полож ительную  ориентацию.
З А Н Я Т И Е  5 .  С И С Т Е М Ы  К О О Р Д И Н А Т .  
А Ф Ф И Н Н А Я , П Р Я М О У Г О Л Ь Н А Я  И  П О Л Я Р Н А Я  
С И С Т Е М Ы  К О О Р Д И Н А Т . Д Е Л Е Н И Е  О Т Р Е З К А  
В  Д А Н Н О М  О Т Н О Ш Е Н И И . П Р Е О Б Р А З О В А Н И Е  
А Ф Ф И Н Н Ы Х  К О О Р Д И Н А Т
1. Д а н  правильный ш естиугольник A B C D E F .  Принимая за  начало 
аф ф инной  системы координат верш ину А , а  за  базис — векторы А В  
и А С ,  найти в этой системе координаты вершин шестиугольника.
2. Д а н  правильный шестиугольник A B C D E F .  Принимая за  нача­
л о  аф ф инной  системы координат верш ину А , а  за  базис — векторы  
А В  и  A F ,  найти в этой  системе координаты вершин шестиугольника.
3. Верш ина О  тетраэдра О  A B C  принята за  начало координат, а 
векторы О А , О В , О С  за  базисные векторы. Найти в этой  системе 
координаты точек пересечения медиан граней тетраэдра.
4. Н ачало аф ф инной  системы координат О  находится в центре 
параллелепипеда A B C D A 'B 'C 'D ',  а  базисными векторами являют-
ся А В , A D , А А '.  Н айти  в этой  систем е координаты вершин, центров 
граней и середин  ребер.
5 . Д а н ы  д в е  точки А { —3 ,1 )  и  В (2, —3). Н а  прямой А В  найти точку  
М ,  чтобы  о н а  бы ла располож ена по т у  ж е  сторону от  точки А , что  
точка В ,  и  чтобы  отрезок  A M  был втрое больш е отрезка А В .  Система 
координат аф ф инная.
6 . Д ан ы  четы ре точки А (—3 ,5 ,1 5 ) ,  В ( 0 ,0 ,7 ) ,  <7(2, —1 ,4 ) ,  D {4, —3 ,0 ) .  
Установить, пересекаются л и  прямые А В  и  C D , и  если пересекаются, 
т о  найти точку их пересечения. Система координат аф ф инная.
7. Д ок азать , что четы рехугольник A B C D  с  вершинами А {  1 ,2 ), 
В ( —3 ,1 ) ,  С (—1, —5), D (3, —1) выпуклый. Система координат аф ф ин­
ная.
8 . Проверить, что четы рехугольник A B C D  с вершинами А ( 4 ,4), 
В ( 5 ,7 ) ,  (7 (1 0 ,1 0 ), D (1 2 ,4) является выпуклым, и  найти центр тяж е­
сти четы рехугольной однородной пластинки с вершинами в точках  
A ,B ,C ,D .  С истем е координат аф ф инная.
9 . В  треугольнике О А В  проведены  медианы  A D  и  B E ,  пересека­
ю щ иеся в точке О ' Выразить координаты  х  я  у  произвольной точки  
относительно системы координат с началом и  точке О  и  базисными  
в екторами О  А  и  О  В  через ее  координаты  х ', у '  в системе с  началом  
О '  и  базисны ми векторами О 1 А  и  О 'В .
10. Д ан ы  д в е  системы к оординат O x y z  и  O 'x 'y 'z '. П о отнош ению к 
первой систем е начало второй находится  в точке 0 ' ( 1 , 2 , 3 ) ,  а  базисные 
векторы  второй системы суть е [  =  { 2 ,4 ,  \ } , е '2 =  { 0 ,4 ,4 } ,  е'% =  ( 1 , 1 , 0 }.
1) З аписать  вы раж ение координат точек  относительно первой систе­
мы через и х  координаты  во второй системе.
2) Вы разить координаты  точек относительно второй системы через 
и х  координаты  в  первой системе.
3 ) Н айти  координаты  начала О  и  координаты  базисны х векторов ёГ, 
ёг , ё з  первой системы относительно второй.
11. Д а н  правильны й ш естиугольник A B C D E F .  Приняв за  поляр­
н ую  ось  л уч  [А В ), за  полож ительное направление отсчета углов — 
направление кратчайш его поворота о т  А В  к  А С ,  з а  единичный отре­
зок  — отр езок  А В ,  определить в этой системе полярные координаты  
верш ин ш естиугольника.
12. З ная  прямоугольны е координаты  точек  А ( —1 ,1 ) ,  В ( 0 ,2), (7 (5 ,0 ), 
D ( —8, — 6) ,  найти их координаты  в полярной системе координат, со­
ответствую щ ей данной  прямоугольной.
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З А Н Я Т И Е  6 . К О Н Т Р О Л Ь Н А Я  Р А Б О Т А .  
В Е К Т О Р Ы . П Р И М Е Р Н Ы Й  В А Р И А Н Т
1. A B C D  — параллелограмм, \A D \ =  3 , |А 5 |  =  2, B A D  =  60°, 
А К  =  L C  — —Л /) ,  О  — точка пересечения А С  и  K L ,  М  — середина  
О С .  Найти величину угла O L M .
2. В  тетраэдре A B C D , \А В \ =  1, \А С \ =  2 , \A D \ =  3 , cos R A C  =  ^ ,
cos B A D  — cos C A D  — M  ~  точка пересечения медиан тре- 
о о
угольники B C D , B \T & D \— ортогональные проекции точек В  и  D  на 
прямую  A M .  Найти расстояние |5 iD jJ .
3. В  параллелепипеде A B C D A 'B 'C 'D '  координаты вершин А (1 ,0 ,1 ),  
5 ( 3 ,2 , 2 ) ,  D ( —2 ,2 ,4 ) ,  А '(4 ,0 ,5 ) .  Найти угол  м еж ду  плоскостями А С С 'А '  
и A B C D ' .  Система координат прямоугольная.
З А Н Я Т И Е  7 . П Р Я М А Я  Н А  П Л О С К О С Т И .  
С О С Т А В Л Е Н И Е  У Р А В Н Е Н И Я  П Р Я М О Й
1. Н аписать уравнение прямой,
1)  проходящ ей через точку (3 , —5) параллельно вектору { —4 ,2 },
2) проходящ ей через точку (3, —2) параллельно оси O Y ,
3) проходящ ей через точку (2 ,3 )  и  имеющий угловой коэффициент, 
равный —5,
4) имеющ ей угловой к оэф ф ициент 3 и отсекающ ей н а  оси O Y  отрезок, 
равный 4,
5) проходящ ей через д в е  точки (2 ,3 )  и  (—4, —6),
6) отсекающ ей н а  осях О Х  и  O Y  отрезки, соответственно равные 
3 и  - 5
Систем а координат афф инная.
2. Д а н  треугольник A B C :  А (—2 ,3 ) ,  5 ( 4 ,1 ) ,  С (6 , —5). Написать 
уравнение медианы этого треугольника, проведенной из вершины А. 
Систем а координат афф инная.
3. Найти угловой к оэф ф ициент и  отрезки, отсекаемые н а  осях О Х  
и  O Y  прямыми
1) х  +  2 у  +  1 =  0 ,
2 ) (х  - у  +  1)  +  к ( 2х  +  у  +  1)  =  0 ,
3 ) а х  +  by =  1.
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4. Д а н  треугольник A B C :  Л (4 ,4 ) ,  В ( - 6 , - 1 ) ,  С { - 2, - 4 ) .  Написать  
уравнение биссектрисы  внутреннего угла треугольника при вершине 
С .  С истем а координат прямоугольная.
5. Д ан ы  уравнения д в ух  сторон треугольника 2х  — у  =  0 , 5х  — у  =  О 
и уравнение З х  — у  =  0  одной  из его медиан. Составить уравнение 
третьей  стороны  треугольника, зная , что н а  ней леж ит точка (3 ,9 ) .  
С истем а координат аф ф инная.
6 . Д ан ы  уравнения Зх  — 2у  +  1 =  0, х  — у  +  1 =  0  д в ух  сторон  
треугольника и  уравнение 2 х  — у  — 1 =  0  медианы , выходящей из вер­
ш ины, н е  леж ащ ей н а  первой стороне. Составить уравнение третьей  
стороны  треугольника. Систем а координат афф инная.
7. Д а н ы  уравнения д в ух  сторон  треугольника х  — З у  +  5  =  0, 5 х — 
—3у  +  1 =  0  и  медианы 2 х  — З у  +  4 =  0. Найти уравнение третьей  
стороны , зная верш ину (1 0 ,5 )  н а  первой стороне. Система координат  
аф ф инная.
8 . Д а н о  уравнение х  — 2 у  +  7  =  0  стороны  треугольника и  урав­
нения х  +  у  — 5 =  0, 2 х  +  у  — 11 =  0 медиан, выходящ их из вершин 
треугольника леж ащ их н а  данной  стороне. Составить уравнения д вух  
д р у ги х  сторон  треугольника. Систем а координат афф инная.
' Э^Через точку М (4, —3) провести прямую  так, чтобы  площ адь тре­
угольника, образованного этой  прямой и  осями координат, была равна
3. С истем а координат прямоугольная.
10. Н аписать уравнение прямой, параллельной прямой 2 х  +  5у  =  0  
и образую щ ей вм есте с осями координат треугольник, площ адь кото­
р ого  рав на 5. Систем а координат прямоугольная.
З А Н Я Т И Е  8 .  П Р Я М А Я  Н А  П Л О С К О С Т И . В З А И М Н О Е  
Р А С П О Л О Ж Е Н И Е  Д В У Х  И  Т Р Е Х  П Р Я М Ы Х . П У Ч О К  
П Р Я М Ы Х . Р А С П О Л О Ж Е Н И Е  Т О Ч Е К  
О Т Н О С И Т Е Л Ь Н О  П Р Я М О Й
1. О пределить взаимное располож ение пар прямых:
1) 2 — T +  y  — l  — 0 и 4 х  +  6 у - 7  — 0.
2. О пределить взаимное располож ение прямых 
ж +  у  +  1 =  0 и ( 1  +  2р )х  +  (1 -  р ) у  +  (1 +  2р )  =  0.
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3. Д аны  уравнения д в ух  сторон параллелограмма х  — у  — 1 =  О, 
х - 2 у - 1 0  =  0 и  точка пересечения его диагоналей М (3, - 1 ) .  Написать  
уравнения д в ух  д руги х сторон параллелограмма.
4. Составить уравнения сторон параллелограмма A B C D  зная , что  
его диагонали пересекаются в точке М (  1 , 6) , а  стороны А В , В С , C D  
и D A  проходят, соответственно, через точки Р (3 ,0 ) ,  <2(6,6), 5 (5 ,9 ) ,  
5 ( —5 ,4 ).
5. Определить взаимное располож ение трех прямых в каждом из 
следую щ их случаев:
1) ж +  2у  +  3 =  О, 2 а ;+  у +  5 =  0, х  — у  +  7 =  0;
2) 2 х  +  Ъу — 4  =  0, 7х  +  у  — 20 =  0 , З х  4- 2 у  — 8 =  0;
3) х  — у  — 2 =  0 , З х  +  5 у  +  4  =  0 , 6 х  — 6у  +  1 =  0;
4) 2 х  4- у  — 1 =  0 , 4х  +  6 у  +  5  =  0 , 10х  +  15у  — 6 =  0.
6 . Найти уравнение прямой, проходящ ей через точки пересечения  
прямых т п ,п п р ,  q , где
т  : 4 х  +  у  — 1 =  0, 
п : х  +  у  — 2  =  0 , 
р  : Ьх — у  — 1 =  0, 
q : x - y  +  2 =  0.
7. Стороны треугольника заданы  уравнениями  
А В  А \х  +  В \ у  +  С \  =  0,
В С  : А ъх  +  В чу  +  C i  =  0,
А С  : А-$х +  В з у  +  С$ =  0.
Составить уравнение прямой, проходящ ей ч ерез точку В  параллельно  
А С .
8 . Найти уравнение прямой, проходящ ей через точки пересечения  
прямых m i , m 2 и  ш з,тгц, где m i : A iX  +  B ix  +  C i  =  0 , г  =  1 , 2 ,3 ,4 .
9. Д аны  две прямые 2 х  +  3 у  — 5 =  0 , 1  — у  -  1 =  0  и пять точек
Р (3 , l ) , Q ( 2 , 2 ) , R ( - 2 , 1 ) ,5 ' ( 1 , - 1 ) ,Г ( 4 ,0 ) .  Обозначая через А М В  тот  
и з ч еты рех углов, образованны х данны ми прямыми, в  котором леж ит  
точка Р ,  а  через C M D  — угол, ем у вертикальный, установить, в каких 
углах л еж ат остальные 4  точки.
10. Д в е  параллельные прямые 2 х —5 р + 6  =  0 и  2 х - Ь у - 7  =  0 делят  
плоскость на три области. Установить, каким областям принадлежат  
точки А {2 , 1), 5 ( 3 ,2 ) ,  С ( 1 ,1), D ( 2 ,8), 5 ( 7 ,1 ) ,  F ( - 4 , 6).
12
З А Н Я Т И Е  9 . П Р Я М А Я  Н А  П Л О С К О С Т И .  
П Е Р П Е Н Д И К У Л Я Р Н О С Т Ь  П Р Я М Ы Х .
У Г О Л  М Е Ж Д У  П Р Я М Ы М И
В о  в сех  зад ачах  этого  занятия систем а координат является прямо­
угольной.
1. Д ан ы  верш ины треугольника А (4 ,6 ) , В (4 ,0 ),С '(—1 , - 4 ) .  Соста­
вить уравнение высоты, опущ енной и з вершины А  н а  сторону В С .
% Д ан ы  две вершины треугольника А (—6 ,2 ) ,  В (2 ,  — 2) и  точка Н  
пересечения его  высот. Н айти  координаты  третьей вершины С .
3. Н айти  проекцию точк и  (—5 , 6) н а  прямую 7 т  — 13у — 105 =  0.
4. Д ан ы  д в е  стороны  треугольника т  +  Зу — 1 =  0, З х  +  5у  — 6  =  0  и 
точка пересечения его вы сот (0 ,0 ) .  Н айти третью  сторону треуголь­
ника.
5. Н айти точку, симметричную  точке М (—2 ,9 )  относительно пря­
мой 2а: — З у  +  18 =  0 .
6 . Н аписать уравнения сторон равнобедренной трапеции, зная  се­
редины  ее  оснований (1 ,1 ) ,  ( 2 ,8 )  и  точки (4 , —3 ), (—15 ,1 4 ) н а  ее боко­
вы х сторонах.
7. Основанием равнобедренного треугольника является прямая 2 х +  
Зу =  0 , его  верш ина находится в точке (2 ,6 ) ,  тангенс угла при осно-
3
вании равен - .  Найти уравнения боковы х сторон треугольника.
8 . Основанием равнобедренного треугольника является прямая 2 х — 
5у  + 1 =  0 , а  боковой стороной — прямая 12т — у  — 23  =  0 . Найти урав­
нение д ругой  боковой стороны  треугольника, зная , ч то  она проходит  
через точку ( 3 , 1).
9 . Н айти косинус того угл а  м еж ду  прямыми х  +  5у  =  0  и Ют +  
2 у  +  1 =  0 , в  котором л еж и т точка (1 , 1 ).
10. О снованием равнобедренного треугольника служ ит прямая 2 х +  
З у  =  0, а  боковой стороной — прямая 5т  -  12у =  0. Н айти уравнение 
др угой  боковой стороны  треугольника, зная , что она проходит через 
точ к у (2 , 6).
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З А Н Я Т И Е  1 0 . П Р Я М А Я  Н А  П Л О С К О С Т И .  
Р А С С Т О Я Н И Е  О Т  Т О Ч К И  Д О  П Р Я М О Й
В о всех задачах этого занятия система координат прямоугольная.
1. Найти расстояние м еж ду  параллельными прямыми
А х  +  B y  +  C i  =  0 и  А х  +  B y  +  С 2  =  О,
12® — 16у  — 4 8  =  0  и  3® — 4 у  +  43 =  0.
2.Составить уравнения прямых, параллельных прямой 5® +  12у— 
—1 =  0  и  отстоящ их от  нее на расстояние 5.
3 . Составить уравнения биссектрис углов, образованны х прямыми 
® +  2 у  =  0 и  2® — 11у +  3 0  =  0.
4. Н аписать уравнения касательных к  окруж ности с  центром (1 ,1)  
и радиусом 2, проведенных и з точки (7 , —1).
5. Н айти уравнение биссектрисы того угла м еж ду  прямыми 
® +  7 у  =  0 и ®  — у  — 4  =  0 , внутри которого леж ит точка (1 ,1 ).
6 . Составить уравнения биссектрис внутренних углов треугольни­
ка, стороны  которого заданы  уравнениями 3® — 4у =  0, 4® — Зу =  0 и 
5® +  12у -  10 =  0.
7. Составить уравнения сторон к вадрата, зная  п о точке н а  каждой  
из них: Р (2 ,1 ) ,  Q (0 ,1), R (3 ,5 ) ,  S (—3, —1) на сторонах А В , В С , C D , D A , 
соответственно.
8. оставить уравнения сторон квадрата, зная его центр (1 , 6) и 
по точке н а  д в ух  непараллельных сторонах: (4 ,9 )  н а  стороне А В , 
(—5 ,4 )  — н а  В С .
9. Н айти центр и  радиус окруж ности, проходящей через точку 
( —1 ,3 )  и  касающейся прямых 7® +  у  =  0 и ®  — у  +  8  =  0.
З А Н Я Т И Е  1 1 . П Р Я М А Я  И  П Л О С К О С Т Ь
В  П Р О С Т Р А Н С Т В Е . С О С Т А В Л Е Н И Е  У Р А В Н Е Н И Й  
П Р Я М Ы Х  И  П Л О С К О С Т Е Й
В о всех задачах этого занятия систем а координат афф инная, кро­
ме задачи  5.
1. Составить параметрические уравнения и общ ее уравнение плос­
кости, проходящ ей через точку (2 ,3 ,  —5) и  параллельной векторам  
{ - 5 , 6 , 4 }  и  { 2 , - 1 ,0 } .
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2. Н аписать общ ее уравнение плоскости п о  ее  параметрическим  
уравнениям
{
х  =  2 +  Зи  — 4и, 
у  =  4 -  v , 
z  =  2 +  Зи.
3. В  плоскости, проходящ ей через три  точки А (2 ,1 ,3 ) ,  -8 (2 ,4 ,0 ) ,  
С (—1 ,0 ,4 ) ,  вы брана а ф ф и нная систем а координат с  началом в точке 
А  и  базисны ми векторами А В  и А С .  Найти:
1) пространственны е координаты  точки М ,  имеющей в плоскостной  
систем е координаты  и  =  5 , г> =  3,
2)  плоскостны е координаты  и , v  точки пересечения данной  плоскости  
с  осью  O Z .
4. В  плоскости 2 х  +  З у  — Az +  12 =  0 выбрана аф ф инная систе­
м а координат, начало которой находится  в точке С  пересечения этой  
плоскости с  осью O Z ,  а  концы базисны х векторов соответственно в 
точ к ах А  и  В  пересечения плоскости с  осями О Х  и  O Y .
1) Н айти  пространственны е координаты  ж, у ,  z  точки Е  этой плоско­
сти , плоскостны е координаты  которой и  =  1 , v  =  1 .
2) Н аписать в  п лоскостной систем е к оординат уравнение прямых А В , 
В С  и  С  А .
3) Н аписать в плоскостной систем е координат уравнение прямой, яв­
ляю щ ейся пересечением данной  прямой с  плоскостью
5ж +  3 z  — 8 =  0.
5 . Д ок азать , что прямые ж =  1 +  2t, у  =  2 t, z  =  t  и  ж =  11 +  8t , 
у  — 6  + 4 t ,  z  =  2  + 1 пересекаются, и написать уравнение биссектрисы  
тупого у гл а  м еж ду  ними. Систем а координат прямоугольная.
6 . Составить уравнение плоскости, проходящ ей через точку (-2,3,0) 
и чер ез прям ую  ж =  1 , у  =  2  +  t ,  z  =  2  — t .
7 . Н аписать уравнение прямой, проходящ ей через точку (1,2,3) и
ж у  + 1 z - 2  х  у +  2  z
пересекающ ей прямые — =  =  — -—  и — =  —- — =
8 . Составить уравнение прямой, проходящ ей через точку (3,-1,-4), 
пересекающ ей прямую ж =  5-Ь34, у  =  2 + t ,  z  =  —3 + 2 f  и  параллельной 
плоскости у  +  2 z  =  0 .
9 . Н аписать параметрические уравнения прямой 
Г ж — 2у  -  2 z  +  1 =  0 ,
( 2ж +  у  +  * -  3 =  0 .
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10. Д ок азать , что ш есть плоскостей, к аж дая  из которы х проходит  
через ребро тетраэдра A B C D  и  через середину противоположного ему  
ребра, пересекаются в одной точке.
З А Н Я Т И Е  1 2 . П Р Я М А Я  И  П Л О С К О С Т Ь  
В  П Р О С Т Р А Н С Т В Е . В З А И М Н О Е  Р А С П О Л О Ж Е Н И Е  
П Р Я М Ы Х  И  П Л О С К О С Т Е Й . Р А С П О Л О Ж Е Н И Е  Т О Ч Е К  
О Т Н О С И Т Е Л Ь Н О  П Л О С К О С Т И
В о всех зад ачах этого  занятия система координат афф инная.
1. Установить, какие и з следую щ их пар плоскостей пересекаются, 
параллельны или совпадают:
1) 2 х  +  З у  +  4 z  — 12 =  0  и  З х  — 6 у  +  1 =  0;
2) 2 х  — у  — z  — 3  =  0  и  10х  — 5 у  — b z  — 15 =  0;
{
x  =  \ + u  +  v , (  х  — 1 +  4и ,
у  =  2  +  и , и < з /  =  3н  +  п,
г  =  3  +  u  — v  \ z  =  4  +  2 u  +  2v.
2. Установить, какие и з следую щ их пар  плоскостей пересекаются, 
параллельны или совпадают:
1) З х  — 2 у  — 3 z  +  5 =  0  и 9 т  — 6 у  — 9 z  — 5 =  0;
{
х  =  1 +  u  +  v , ( х  =  3  +  2и,
у  =  2 +  и, и < у  =  2  — 2и  +  4п,
z  =  3  +  и  — v  ^ z  =  l  +  u  +  3u;
{
x  =  l  +  u  +  v ,  ( x  =  —l  +  2 u  +  v ,  
у  =  2  + и , я  I у  =  u  +  2 v,
z  — 3 +  и  -  v  [ z  =  l  +  3v.
3. Установить, какие и з следую щ их пар прямых скрещиваются пе­
ресекаются или совпадают:
( х  — 1 +  21, ( х  =  6  +  3t,
l ) | v  =  7  +  t ,  v l y = - l - 2 t ,
[ z  =  3 +  4 t  [ z  =  - 2  +  t;
{x  =  1 +  21, (  x  — - 2 1,у  — 2  — 2 t,  и < у  =  - 5  +  3t, z  =  - t  U  =  4; 16
д ч 1® +  У +  г - 1  =  0 , I 2x  +  З у  +  62  — 6  =  0 ,
\ у  +  Az =  0 И | 3 х  +  4 у  +  l z  =  0 .
4 . Установить, как располож ены  д р у г  относительно др уга  прямая  
и плоскость
Ц *  4 1 2 =  у р  =  и 3 ж  +  5у - 2 : - 2  =  ();
2 ) ~ у ~  =  " у ^  =  y  и  З х  — З у  +  2 z  — 5 =  0;
3 ) “ у — =  ^ у ^  =  ~ у ~  и  З х  — у  +  2 г  — 5 =  0.
5. Составить уравнение плоскости, п роходящ ей через точку (-3,1,0) 
и  через прямую
J x  — 2 у  — z  +  4  =  0,
^ З х  — у  +  2 z  — 1 =  0 .
6 . Составить уравнение плоскости, проходящ ей через линию пере­
сечения д в ух  плоскостей 2 х  — 2  =  0 , х  +  у  — г  +  5  =  0 и  параллельной
. х  — 1 _  у  — 2 _  2  — 3
'  "г “  - 1  “  ~ Т ~ ‘
7. Составить уравнение плоскости, проходящ ей через прямую
х  +  2 у - 1  Z o i o n—- —  =  —- — =  -  параллельно плоскости х  — Ay +  2 z  =  0.
8 . Составить уравнение прямой, проходящ ей через точку (2,3,1) и 
пересекающ ей прямые
Гх +  у  =  0, и  f x  +  3 y - l  =  0,
| х - у  +  2  +  4  =  0 ( у  +  2 -  2  =  0.
9. Д аны  д в е  плоскости 2 х  +  z  =  0, х  +  у  +  3 2 - 5  =  0 и  точки  
А ( 2 , 1 ,1 ) ,  £ ( 1 ,0 , 3 ) ,  (7 (0 ,0 ,1 ) ,  D ( - 1 ,5 ,1 ) ,  Е (  1 ,4 , - 3 ) .  Установить, какие 
и з точек В , С , D , Е  л еж ат  в  одном  д вугранном угле с  точкой А , какие 
в см еж ны х с ним угл ах и  какие в угле, к  нему вертикальном.
10. Д аны  д в е  параллельны е плоскости З х  +  4у  +  2 z  — 10 =  0 и
З х  +  4у  +  2 2  +  5  =  0 и  точки Л (1 ,1 ,1 ) ,  £ ( 2 ,0 ,0 ) ,  (7(5, б , 1), £ ( —4 ,0 ,1 ) .
О пределить полож ение данны х точек относительно данны х плоско­
стей.
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З А Н Я Т И Е  1 3 . П Р Я М А Я  И  П Л О С К О С Т Ь .  
П Е Р П Е Н Д И К У Л Я Р Н О С Т Ь  П Р Я М Ы Х  И  П Л О С К О С Т Е Й .
У Г Л Ы  М Е Ж Д У  П Р Я М Ы М И  И  П Л О С К О С Т Я М И
В о всех зад ачах этого занятия систем а координат прямоугольная
1. Н айти ортогональную проекцию точки (1,2,-3) н а  плоскость 6х — 
y  +  3 z - 4 1  =  0.
2. Найти точку, симметричную точке (1,2,3) относительно плоско­
сти 2 х  — З у  +  5z  — 68  =  0.
3. Найти основание перпендикуляра, опущ енного и з точки (9,6,4)
ж — 1 у  — 2  z  — 3 
на прямую  - J -  =  — -  - J - .
4. Найти точку, симметричную точке (1,2,3) относительно прямой  
х  — 8  у  — 1 1  z  — 4
1 ~  3 “  - 1  ‘
5. Н айти уравнение общ его перпендикуляра к  д вум  прямым 
х  — 1  у  — 2  z  — 3  х  — 1   у  _ z + 1
6. Найти ортогональную проекцию точки (1,3,5) на прямую
{2x  +  y  +  z  — 1 =  0 ,Зх  +  у  +  2 z  — 3 =  0.7. Ч ерез линию пресечения плоскостей х + 5 у + г  =  0 и х  — z + 4  =  0 
провести плоскость, образую щ ую  угол 45° с плоскостью х  — 4у — 8z  +  
12 =  0 .
8 . Н айти косинус угла м еж ду  прямыми
). Н аписать уравнение плоскости, проходящей через прямую
8 4 1 2 - 2  1
и
х  +  7  _  у  — 6  _  z  
- 2  "  3  “  1
и образую щ ей угол  60° с  прямой
{:
х  — у  +  z  =  0 ,
х  — у  +  2z  =  0 .
{
10. Н айти угол м еж ду  прямой  
+  у  — z  =  0 и плоскостью  З х  +  5 у  — 4 z  +  2  =  0.
2 х  — Зу +  z  =  0
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З А Н Я Т И Е  1 4 . П Р Я М А Я  И  П Л О С К О С Т Ь .  
П Е Р П Е Н Д И К У Л Я Р Н О С Т Ь  П Р Я М Ы Х  И  П Л О С К О С Т Е Й .  
У Г Л Ы  М Е Ж Д У  П Р Я М Ы М И  И  П Л О С К О С Т Я М И
В о всех  зад ачах  этого занятия систем а координат прямоугольная.
1. Составить уравнение биссекторной плоскости того  двугранного  
угла м еж д у  двум я  плоскостями Зж +  5у  — 4 2  +  1 =  0 и ж  — z  — 5  =  0, в 
котором  л еж и т начало координат.
2. Составить уравнения биссекторны х плоскостей двугран­
ны х углов, образованны х двум я плоскостями 7х  — у  — б =  0 
и  Зж +  5у  — 4 г  + 1  =  0.
3. Составить уравнение плоскости, проходящ ей через линию пере­
сечения плоскостей Зж +  2у — ,г +  6 =  0 и ж  — З г  +  4  =  0 и  касающейся 
сф еры  с  центром ( 1 , 1 , 1 ) радиуса 2 .
4. Составить уравнение плоскости, проходящ ей через прямую  
Х + 2  у + 1 Z  5 „ 0 , 2 , ?  л — =  —- —  =  — -—  и  касающ ейся сф еры  х  +  у  +  z  — 4.
—4  3 1
5 . Н айти расстояние от  точки ( 1 ,2 ,5 )  д о  прямой
6 . Н айти расстояние о т  точки ( 1 ,3 ,5 )  д о  прямой
С
2x  +  y  +  z  — 1 =  0 ,
Зж +  у  +  2 z  — 3  =  0.
7. Н айти  расстояние м е ж д у  прямыми
и
8 . Н айти расстояние м еж д у  прямыми
и
9. Н айти расстояние м еж д у  прямыми
х  — 2 _ у  +  1 _  z  
3 ~  4  “  2
и
ж — 7 у  — 1 г - 3
3 =  4  =  2
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10. Найти расстояние м еж ду  прямыми  
f  4 х  +  у  +  Зя +  7  =  0 , Гзя +  2 z  +  1 =  0,
\а :  +  у  +  2: +  1 =  0  И | x - 2y - l  =  0
З А Н Я Т И Е  1 5 . К О Н Т Р О Л Ь Н А Я  Р А Б О Т А .  
П Р Я М А Я  И  П Л О С К О С Т Ь
Примерный вариант.
1. Д ан а  диагональ ром ба А С  : х  — Зу +  1 =  0, сторона A D  : 7 х -  
—у  — 13 =  0  и  точка М (6, 5 )  на стороне C D .  Н айти координаты всех  
вершин ромба. Система координат прямоугольная.
2. Н айти прямую, симметричную прямой
{
х  — 1 + 1, 
у  =  2  — 2 t , 
z  =  - l ~ t  
относительно прямой =  j  — — •
3. Составить уравнение плоскости, проходящ ей через прямую
{
х  =  1 + 1,
У — 3 — i ,  
z  =  - 2  +  3 t
2
и образ)чощ ей с  плоскостью 5 х —2y + z  =  0  угол  а  такой, ч то cos а  =  —.
З А Н Я Т И Е  1 6 . К Р И В Ы Е  В Т О Р О Г О  П О Р Я Д К А .  
К А Н О Н И Ч Е С К И Е  У Р А В Н Е Н И Я  Э Л Л И П С А ,  
Г И П Е Р Б О Л Ы , П А Р А Б О Л Ы
В о всех зад ачах этого занятия система координат прямоугольная.
1. Составить уравнение линии второго порядка, оси  которой сов­
падаю т с  осями координат, зная , что на проходит через точки (2 , 2),
(3 ,1 ).
2. Н аписать уравнение гиперболы, проходящ ей через точку (1 ,2 ) ,  
асимптотам и которой служ ат прямые
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3.Н айти уравнение эллипса, описанного около равностороннего тре­
угольника, д в е  верш ины которого находятся в точках (а ,0 ) ,  ( —а , 0 ) и 
совпадаю т с верш инами эллипса, принадлежащ ими одной  оси.
4 . Д ок азать , что д л и н а  отрезка, соединяющ его центр эллипса с  
произвольной его  точкой, заклю чена м еж д у  длинами полуосей этого  
эллипса.
5. Н айти наибольш ий радиус круга, леж ащ его внутри параболы  
у 2 — 2р х  и  касающ егося параболы  в ее вершине.
6 . Д ок азать , что произведение расстояний от  лю бой точки гипер­
болы  д о  д в у х  ее  асим птот одно и  т о  ж е  д л я  в сех  точек данной гипер­
болы .
7. Н аписать уравнение эллипса, д л я  которого прямые х + у  —1 =  0  
и х  — у  +  1 =  0  суть соответственно больш ая и  м алая оси, а  длины  
полуосей которого а  =  2 , b  =  1 .
8 . Н аписать уравнение параболы , осью  которой служ и т прямая 
1  +  у  +  1 =  0 и  которая проходит через точки (0 , 0 ) и  (0 , 1 ).
9 . Н айти фокусы  и соответствующ ие им директрисы следую щ их  
линий:
Вы числить эксцентриситеты.
10. Н айти  ф окусы  и соответствующ ие им директрисы  следую щ их  
линий:
Вы числить эксцентриситеты.
11. П усть  д в е  гиперболы имеют общ ие асимптоты .Доказать, что  
если  эти  гиперболы  л еж а т  в одной и  той ж е  паре вертикальных углов, 
образованны х и х  асимптотам и, т о  и х  эксцентриситеты равны м еж ду  
собой.
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З А Н Я Т И Е  1 7 . К Р И В Ы Е  В Т О Р О Г О  П О Р Я Д К А .  
Э Л Л И П С , Г И П Е Р Б О Л А , П А Р А Б О Л А  С  О С Я М И ,  
П А Р А Л Л Е Л Ь Н Ы М И  К О О Р Д И Н А Т Н Ы М  О С Я М .  
С О С Т А В Л Е Н И Е  У Р А В Н Е Н И Й
В о всех зад ачах здесь  систем а к оординат прямоугольная. 
П остроить следую щ ие кривые и найти координаты ф окусов, урав­
нения директрис и  асимптот, если они существуют.
1. 9х2 +  16у2 -  54х +  64у + 1  =  0.
2. 25ж2 4- 9у 2 — 100® 4- 54j/ — 44 =  0.
3. З®2 +  12® + 1 6 у  -  12 =  0.
4. 4ж2 — у 2 — 16® — 6 у  +  3  =  0 .
5. Н айти уравнение параболы, у  которой ф ок ус находится в  точке 
F ( 2 ,2 ) ,  а  директриса имеет уравнение х  — Зу 4- 2 =  0 .
6 . Н айти уравнение эллипса, у  которого ф окус находится в точке 
(3 ,5 ) , соответствующ ая д иректриса имеет уравнение Зх  +  2 у  — 6 =  0,
7
зная, что это т  эллипс проходит через точку (4, —).
7. Определить тип  линии
х 2 — 2 у  +  А (у2 — 2х) =  0
при изменении парам етра А о т  — оо д о  + о о  и  найти ее расположение 
относительно данной системы координат.
З А Н Я Т И Е  1 8 . К Р И В Ы Е  В Т О Р О Г О  П О Р Я Д К А .  
У Р А В Н Е Н И Я  Э Л Л И П С А , Г И П Е Р Б О Л Ы , П А Р А Б О Л Ы  
В  П О Л Я Р Н Ы Х  К О О Р Д И Н А Т А Х
1. Составить уравнение гиперболы в полярны х координатах, если 
д ано ее каноническое уравнение
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2. Составить уравнение эллипса в полярных к оординатах, зная его 
полуоси о  =  2 \ /5 ,  6 =  4.
3. Составить уравнение параболы у 2  =  8ж в полярных координа­
тах.
4. Составить уравнение гиперболы с  полуосями а, 6 в полярных 
координатах, поместив полюс в ф окус и  направив полярную  ось к 
центру кривой.
22
5. Н айти каноническое уравнение кривой, имеющей в полярных  
координатах уравнение
4 — 5 cos ф
6 . Н айти каноническое уравнение кривой, имеющей в полярных  
координатах уравнение
7. Н айти  каноническое уравнение кривой, имеющей в полярных 
координатах уравнение
Р =  i  ■
1 + 2  cos ̂
8 . О пределить в и д  кривой, заданной полярным уравнением  
ят ф
23
С Е М Е С Т Р II
З А Н Я Т И Е  1 .  К Р И В Ы Е  В Т О Р О Г О  П О Р Я Д К А .  
Ц Е Н Т Р , Д И А М Е Т Р , К А С А Т Е Л Ь Н Ы Е , А С И М П Т О Т Ы  
К Р И В Ы Х  В Т О Р О Г О  П О Р Я Д К А ,  
З А Д А Н Н Ы Х  О Б Щ И М И  У Р А В Н Е Н И Я М И
В о всех задачах этого занятия, где систем а к оординат задана, она 
является афф инной.
1. Н айти сопряженны е диам етры  кривой
5ж2 +  4  х у  +  8  у 2 — 32ж — 56у  +  8 0  =  О,
один и з которых параллелен оси O Y .
2. В  кривую  х 2 +  4 х у  +  2 х  +  4 у  +  1 =  0 вписан параллелограмм, 
одной  и з  сторон которого является прямая у  =  х . Н айти вершины 
этого параллелограмма.
3. Д аны  д в е  кривые второго п орядка
Зж2 +  6ж у  — у 2  — 18ж — 10у  =  0 ,
9ж2 +  бжу 4- у 2 — 18ж — 10у =  0.
Н айти общ ий диам етр эти х д в у х  кривы х и  направления тех  хорд  
каж дой  и з данны х линий, которым сопряж ен этот диам етр.
4. Н айти диам етры , сопряженны е одновременно относительно двух  
кривых
ж2 +  2 х у  — у 2 =  1 и  ж2 — 10ху +  4 у2 =  1.
5. Составить уравнения касательны х к  кривой
проведенны х и з точки (12,-3).
6 . Н аписать уравнения касательны х к  кривой
16 9
параллельны х прямой ж +  у  — 1 =  0 .
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7. Найти асимптоты  гиперболы
2ж2 +  бжу — 12ж — 18у +  5 =  0.
8 . Н айти асимптоты  гиперболы
Зж2 +  7ж у  +  4у2 +  5ж +  2 у  — 6 =  0.
9 . Н айти сопряженны е диам етры  эллипса, у гол  м еж д у  которыми  
минимален.
10. Н аписать уравнение эллипса, зиая  его  центр (7 (2 ,1 ) и  концы  
д в у х  сопряж енны х диам етров А (5 ,1), 5 ( 0 ,3 ) .
З А Н Я Т И Е  2 . К Р И В Ы Е  В Т О Р О Г О  П О Р Я Д К А .
Т И П  И  Р А С П О Л О Ж Е Н И Е  К Р И В О Й  
В Т О Р О Г О  П О Р Я Д К А
В о  всех зад ачах  занятий 2,3 ,4 ,5 ,6 система координат прямоуголь­
ная.
И спользуя инварианты, построить кривые.
1. 5ж2 +  4жу +  8у2 — 32х  — 56у +  8 0  =  0.
2. 9ж2 — 4жу +  6у2 +  16ж — 8у  — 2 =  0.
3. 5ж2 +  12жу -  22ж -  12у -  19 =  0.
4. ж2 — 12жу — 4у2 +  12ж +  8у  +  5  =  0.
З А Н Я Т И Е  3 .  К Р И В Ы Е  В Т О Р О Г О  П О Р Я Д К А .
Т И П  И  Р А С П О Л О Ж Е Н И Е  К Р И В О Й  
В Т О Р О Г О  П О Р Я Д К А
И спользуя  инварианты , построить кривые.
1. ж2 — 4жу +  4 у 2 +  4ж — З у  — 7  =  0.
2. ж2 — 2жу +  у 2 — 10ж — 6у  +  2 5  =  0.
3. ж2 — бжу +  4 у2 +  ж +  2у  — 2 =  0.
4. Зж2 +  ж у  — 2у2 — 5ж +  5 у  — 2 =  0 .
5. 4ж2 — 12жу +  9у 2 — 2ж +  З у  — 2 =  0.
6 . 4ж2 -  12жу +  9 у 2 -  8ж +  12у +  4  =  0.
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З А Н Я Т И Е  4 .  П О В Е Р Х Н О С Т И  В Т О Р О Г О  П О Р Я Д К А .  
Ц И Л И Н Д Р Ы  И  К О Н У С Ы  В Т О Р О Г О  П О Р Я Д К А .  
П О В Е Р Х Н О С Т И  В Р А Щ Е Н И Я
1. Н аписать уравнение круглого цилиндра, проходящ его через точ­
ку (1> ~ 2 , 1 ), осью которого служ ит прямая
х  _  у -  1 _  г  +  3 
1 “  2  - 2  ‘
2. Составить уравнение цилиндра, описанного вокруг сф еры  х 2 +  
У2  +  z 2 =  г 2, зная  направляющий вектор {а , Ь, с }  образую щ их цилин­
дра.
3 . Составить уравнение круглого конуса, верш ина которого нахо­
д ится  в точке (1 ,2 ,3 ) ,  направляющий вектор оси { 2 , 2 , — 1} , а  угол
образую щ их конуса с  осью равен —.
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4. Найти острый угол  м еж ду  образую щ ими к онуса х 2 +  у 2 — z 2 — О, 
по которым его  пересекает плоскость 5 х  -+■ Ю у — 11 z  — 0.
5 . Написать уравнение конуса, верш ина которого находится в точ­
ке (0 , 0, а ), а  направляющей служ ит гипербола 2х у  =  a 2, z  — 0.
6 . Написать уравнение конуса, верш ина которого находится в точ­
ке (0 , 0 ,р ) , а  направляющей служ ит парабола у  =  2р х , z  — 0 .
7. Н аписать уравнение конуса, проходящ его через прямые у  =  
± х ,  z  =  0 и  точку (1 ,2 ,3 ) ,  у  которого ось O Z  является осью  сим­
метрии.
- 8 . Написать уравнение круглого конуса, касающ егося плоскостей  
O X Z  и  O Y Z  по прямым О Х  и O Y .
9. Н аписать уравнение поверхности, получающ ейся при вращении 
прямой у  =  к х  +  Ь, z  =  0 вокруг оси О Х .
10. Н аписать уравнение тора, полученного вращ ением окружности  
(х  — а ) 2 +  z 2 =  Ь2, у  =  0 (о  >  b >  0 ) вокруг оси O Z .
З А Н Я Т И Е  5 .  П О В Е Р Х Н О С Т И  В Т О Р О Г О  П О Р Я Д К А .  
Э Л Л И П С О И Д Ы , Г И П Е Р Б О Л О И Д Ы , П А Р А Б О Л О И Д Ы ,  
З А Д А Н Н Ы Е  К А Н О Н И Ч Е С К И М И  У Р А В Н Е Н И Я М И
1. Установить, пересекает ли  плоскость 2 x + 2 y + z —3  =  0  эллипсоид
о 2 г 2
х 2 + у 2 +  —  =  1 .
' j 2. П о какой линии плоскость х  +  у  — z  +  3 =  0  пересекает двупо- 
х 2 у 2 Z2 
лостны й гиперболоид — ^ ~А
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3. П о  какой линии пересекаются гиперболический п араболоид ——
— Y  =  2 г и  плоскость 2 х  +  Зу — 6 =  О?
4. Н айти  условие, н еобходимое и  достаточное д л я  того, ч тобы  плос­
кость z  =  а х  +  by  +  с  пересекала параболоид вращ ения х 2 +  у 2 =  
=  2p z  (р >  0 ) п о  действительному эллипсу.
х 2 у 2 z 2
5. П о  какой линии пересекаются поверхности —г  +  -Го 7  =  1,
а г  № сг
(а  >  Ь) и  х 2 +  у2 +  z 2 =  о 2?
х 2 у 2 z 2
' /  6 . П о какой линии пересекаются поверхности - х  +  ттН — « =  1, и
а 4 Ьг с*
х 2 у 2 Z2
То +  - о  +  -о  =  1, где о  >  Ь?
Ьг а 1 с1 ^
7 . Н аписать уравнение параболоида вращ ения с  параметром р  =  - ,
2 1 2
верш иной (1 ,0 ,-1 ) и  направляющ им вектором оси вращ ения , ——},
направленным в сторону вогнутости.
"̂ 8. Н алисать уравнение поверхности второго порядка, проходящ ей  
через три окруж ности  
х 2 +  у 2 =  1 , z  =  0 , 
х 2 +  у 2 =  9 , 2  =  1, 
х 2 +  у 2  =  25 , 2  =  2.
9. Составить уравнение поверхности второго порядка, зная , что  
она пересекает плоскость X O Y  про окруж ности х 2 +  у 2 — 12х  — 1 8 у +  
+ 3 2  =  0 , z  =  0 , а  плоскости O X Z  и  O Y Z  — по параболам , оси  ко­
торы х параллельны полож ительному направлению оси O Z ,  причем  
параметр параболы , леж ащ ей  в плоскости O X Z ,  равен 1.
\1 Ю. Составить уравнение поверхности второго порядка, проходя­
щ ей ч ерез точки (0 , 0 , 0 ) ,  (1 , 1 , —1) , д ля  которой плоскости x + y + z  =  0 , 
2х  — у  — z  =  0 , у  — z  +  l  =  0  являю тся плоскостями симметрии.
З А Н Я Т И Е  6 . П О В Е Р Х Н О С Т И  В Т О Р О Г О  П О Р Я Д К А .  
О П Р Е Д Е Л Е Н И Е  Т И П А  И  Р А С П О Л О Ж Е Н И Я  
П О В Е Р Х Н О С Т И  В Т О Р О Г О  П О Р Я Д К А .  
П Р Я М О Л И Н Е Й Н Ы Е  О Б Р А З У Ю Щ И Е
О пределить в ид  и  располож ение поверхностей.
1. 4 х 2 — у 2 — z 2 +  3 2т  -  122 +  44 =  0.
2. Зх2 -  у 2 +  3z 2  -  18т  +  10у  +  12z +  14 =  0.
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3. z 2 =  За:2 +  4x y .
4. z 2 =  x 2 +  2 x y  +  y 2 +  1.
5. x 2 +  2 x  +  3 y  +  4 z  +  5  =  0.
6. x 2 +  4y2 +  5 z 2 +  4 x y  +  4 z  =  0.
7. Н айти угол  м еж ду  прямолинейными образую щ ими однополост-
z 2
ного гиперболоида х 2 +  у 2 — — =  1 , проходящ им через точку ( 1 , 4 , 8), 
беря н а  эти х образую щ их лучи, направленные о т  данной  точки к  гор­
ловому эллипсу.
8 . Н айти прямолинейные образую щ ие поверхности х 2 +  у 2 +  z 2+  
+ 2 x y  — 2 x z  — y z  +  4 х  +  Зу — 5 z  +  4  — 0, проходящ ие через точку  
( - 1 . - 1 . 1) .
З А Н Я Т И Е  7 . А Ф Ф И Н Н Ы Е  П Р Е О Б Р А З О В А Н И Я
В о  всех зад ачах этого занятия система координат афф инная.
1. Н айти аф ф инное преобразование, переводящ ее точку (6 , —2) в 
точку (1 , 1) , а  векторы  { 2 , 1}  и  { —1 , 2 }  — соответственно в векторы  
{ 4 ,2 }  и  { - 3 , 6 } .
2 . Н айти аф ф инное преобразование, которое точки A i( l ,0 ) ,  
А г(0 ,2 ) ,  А з(—3 ,0 )  переводит соответственно в точки А [(2 ,3 ) ,  А!2 {—1,4), 
^ ( - 2 , - 1 ).
3. Н айти образ прямой З х + у + 1  =  0  при афф инном  преобразовании  
Г х ' =  х  +  у  +  1,
\ у  - х - у +  1 .
4 . Найти образ кривой х 2 +  у 2  =  1 при аф ф инном  преобразовании  
х ' =  З х  +  у  +  1,
у ’ =  х  -  у  +  3.
5. Н айти прообраз прямой х  — 2 у  +  4  =  0  при афф инном  преобра­
зовании
j x '  = 3 х  +  у +  1 ,
[ у '  =  х - у - 3 .
6 . Н айти прообраз кривой ^—  у 2 =  1 при аф ф инном  преобразо­
вании
( V  =  - х  +  2у  -  1 ,
| у  =  х  +  З у.
7. Д а н о  аф ф инное преобразование 
Г х ' =  З х  +  4 у  — 12,
W  =  4 х  -  Зу +  6
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Н а прямой 1х  — 2у  — 24  =  0 найти такую  точку, которая при этом  
преобразовании переходит в точку, леж ащ ую  н а  данной прямой.
8 . Д ан о  аф ф инное преобразование 
( V  =  2 х  +  у  -  2 ,
| у  =  х  -  у  -  1
и  точка А (  1 ,1 ). Н айти прямую , проходящ ую  через точку А , которая  
при этом  преобразовании переходит в прямую, так ж е  проходящ ую  
через точку А .
9. Н айти неподвиж ны е точки и  инвариантные прямые аф ф инного  
преобразования
{, 13 4 8I У =  * Х +  Ц У - *5 5"  5 '
10. Н айти н еподвиж ны е точки и инвариантные прямые афф инного  
преобразования  
( х '  =  7 х  —у +  1,
( У  =  4 х  +  2 у  +  4.
З А Н Я Т И Е  8 . А Ф Ф И Н Н Ы Е  П Р Е О Б Р А З О В А Н И Я
В о всех  за д а ч а х  занятий 8 и  9 система координат прямоугольная.
1. Н айти направляющ ие векторы  главных направлений аф ф инно­
го преобразования
( х ' =  7 х  +  у  — 2,
( У  =  - 5 х  +  5  у .
2. Н айти вектор, которы й аф ф инны м  преобразованием
I  Xj  Z  1 преобразуется в вектор, ем у ортогональный.
 ̂ у  — 1U I т  У у
3. Н айти координатную  запись аф ф инного преобразования, явля­
ю щ егося сж атием  к  прямой 2 х  +  у  — 2  =  0  с  коэф ф ициентом  сж атия  
к  =  3.
4 . Н айти координатную  запись аф ф инного преобразования, явля­
ю щ егося произведением сж атия  к  прямой х  +  у  — 1 =  0 с коэф ф ици­
ентом  к  =   ̂ и симметрии относительно этой прямой.
л  ( х ' =  Зх  +  4 у  +  6
5. Д ок азать , что преобразование < _  4Х _  _  \ 2  являет'
ся подобием , меняющ им ориентацию. Найти коэф ф ициент этого по­
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добия.
6 . Д оказать , ч то  преобразование
(  х '  =  З х  — 4 у  +  10 
|  у' =  4 х  +  З у  — 10
является подобием, сохраняющ им ориентацию. Н айти коэффициент  
этого подобия.
7. Д ан о  аф ф инное преобразование
Г х' =  а \ х  +  а \ у  +  xq 
\  у ' =  a f x  +  a l y  +  yo 
Какой геометрический смы сл имею т прямые 
+  а \ у  +  Xq =  О и  а \ х  +  a l y  +  уо =  О
8 . Н айти площ адь параллелограмма, стороны  которого имею т урав­
нения А х  +  B y  +  С  =  0 , А х  +  B y  - f  D  — О,
A i x  +  В \ у  +  C/i —  0, А \Х  +  В \ у  +  D \  =  0.
9. Найти инвариантные плоскости, прямые и  неподвижны е точки  
аф ф инного преобразования
{
а/ =  6х — 2у — 3z  
у ' =  —2х  +  Зу — 6z +  6 
z ' =  —Зх — 6у — 2z +  12
10. Найти инвариантные плоскости, прямые и неподвижны е точки  
аф ф инного преобразования
{
х 1 =  З х  — 4 у  +  6 
у ' =  4 х  +  3 у - 3  . 
z ’ =  - 2  z  +  9
З А Н Я Т И Е  9 .  А Ф Ф И Н Н Ы Е  П Р Е О Б Р А З О В А Н И Я
1. Найти геометрическое место точек пересечения касательных к 
эллипсу, проходящ их через концы его сопряженны х диам егров.
2. Найти геометрическое м есто  середин хор д  эллипса, соединяю­
щ их концы сопряженны х диаметров.
3. Найти площ адь области, ограниченной эллипсом с полуосями а 
и Ь. Найти объем тела, ограниченного эллипсоидом с  полуосями а , Ь, 
а.
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4. О пределить геометрическое место середин хор д  эллипса, отсе­
кающ их от  него сегменты постоянной площ ади.
5. Н айти  аф ф инное преобразование, при котором гипербола  
х 2 — у 2 =  1 переходит в т у  ж е  гиперболу, причем точка ( 1, 0 ) перехо­
д ит в точку ( V 2 , 1).
6 . Н айти аф ф инное преобразование, переводящ ее параболу у 2 =  2х  
в себя, при котором точки (2 , 2)  и  ( | ,  1)  переходят соответственно в 
точки (8 ,4 )  и ( | , 3 ) .
7 . Н айти все преобразования, переводящ ие окруж ность х 2 + у 2 =  1 
в себя.
8. Н айти все аф ф инны е преобразования, переводящ ие в себя эл-
З А Н Я Т И Е  1 0 . К О Н Т Р О Л Ь Н А Я  Р А Б О Т А . К Р И В Ы Е
В Т О Р О Г О  П О Р Я Д К А , П О В Е Р Х Н О С Т И  В Т О Р О Г О  
П О Р Я Д К А ,  А Ф Ф И Н Н Ы Е  П Р Е О Б Р А З О В А Н И Я
П римерный вариант:
1. П остроить кривую
4 х 2 — 4х у  +  у 2 — З х  +  4 у  — 7  =  0  .
2. Н айти уравнение конуса с  верш иной в точке 5 ( 0 ,0 ,2 )  и направ­
ляющей
Г * 2 +  у 2 =  1,
\  ar +  y  +  z  — 1 = 0 .
3 . Н айти аф ф инное преобразование, переводящ ее точки Л (2 ,1), 
.8 (1 ,0 ) ,  С ( 2 ,3) в  точки Л '(3 ,1 ) ,  В ' ( 2 ,2), С "(0 ,1). Найти главные на­
правления этого  преобразования. Система координат прямоугольная.
З А Н Я Т И Е  1 1 . Д В И Ж Е Н И Я  Н А  П Л О С К О С Т И
В о всех  з ад ачах  занятий 1 1 ,1 2 ,  13, 14 системы координат, исполь­
зуем ы е в записи данны х, являю тся прямоугольными.
1 .Н айти движ ение, сохраняющ ее ориентацию и переводящ ее точку
( 1 ,0 )  в точку (0 ,0 ) ,  а  точку (0 ,0 )  в точку (0 ,1 ) . Найти угол поворота 
и неподвиж ную  точку этого  преобразования.
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2. Найти движ ение, меняющее ориентацию и переводящ ее точку
(1 ,0 )  в точку (0 ,0 ) , а  точку (0 ,0 )  в точку (0 ,1 ) . Найти ось симметрии  
и вектор переноса вдоль оси.
3. Д оказать , что преобразование
является скользящей симметрией. Н айти ось симметрии и  вектор пе­
реноса вдоль оси. Записать канонический вид  данного преобразова­
ния.
4. Д оказать , что преобразование
является скользящей симметрией. Н айти ось симметрии и  вектор пе­
реноса.
5. Д оказать , что преобразование
является осевой симметрией. Н айти ось.
7. Д ан  правильный ш естиугольник A B C D E F .  Д оказать , что ком­
позиция осевых симметрий относительно прямых А В , В С , C D  D E ,  
E F , F A  является параллельным переносом. Найти вектор параллель­
ного переноса, выразить его через векторы А В  и A F .
8 . Д ан  правильный 2п-угольник. Д оказать , что композиция осевы х  
симметрии относительно всех последовательны х его сторон является  
параллельным переносом.
{
х' =  x c o s a  +  у  sin  а  +  xq, 
у '  =  х  sin  а  —у  cos а +  уо
является вращением. Найти центр и  угол поворота.
6 . Д оказать , что преобразование
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9. Д а н  правильный (2п +1)-уголь н и к . Выяснить, чем является ком­
позиция осевы х симметрий относительно всех его последовательны х  
сторон.
З А Н Я Т И Е  1 2 . Д В И Ж Е Н И Я  В  П Р О С Т Р А Н С Т В Е
Д оказать , что следую щ ие преобразования являются движениями  
и выяснить и х  геометрический смысл.
З А Н Я Т И Е  1 3 . Д В И Ж Е Н И Я  В  П Р О С Т Р А Н С Т В Е
Д оказать , что следую щ ие преобразования являются движениями  
и  выяснить и х  геометрический смысл.
З А Н Я Т И Е  1 4 . В Ы П У К Л Ы Е  М Н О Ж Е С Т В А  И  
М Н О Г О Г Р А Н Н И К И
1. Н айти величину двугранного угле м еж ду  соседними гранями  
правильного икосаэдра.
2. Н айти величину двугранного угла м еж д у  соседними гранями  
правильного додекаэдра.
3. Ч ерез центр грани правильного икосаэдра проведена прямая, 
перпендикулярная этой грани. В  какой ещ е точке она пересечет по­
верхность икосаэдра?
4. Точка А  является верш иной правильного додекаэдра, О  — центр 
вписанного ш ара. Д ок азать , что прямая А О  пересечет поверхность  
додек аэдра ещ е в одной точке, являющ ейся вершиной.
5. Д ан ы  точки А (3 ,6 ,4 ) ,  £ ( 5 ,0 , 0 ) ,  С ( —1 ,4 ,4 ) ,  . 0 ( 1 ,2 ,— 2), 
Е ( —5 ,4 ,3 ) .  Б удет ли отр езок  С Е  ребром  многогранника 
Р  =  c o n v { A ,B ,C ,D ,  £ } ?
6 . Д оказать , что многогранник A B C D E F A 'B 'C 'D 'E 'F ', где  
А (0, —1, —3), 0 ( 1 ,0 , 2 ) ,  С ( 1 ,1 ,5 ) ,  0 ( 0 ,3 , 9 ) ,  £ ( - 1 , 2 , 4 ) ,  £ ( - 2 , 0 , - 4 ) ,  
А '(1 ,1 , - 2 ) ,  0 4 2 , 2 ,3 ) ,  С '(2 ,3 ,6 ) ,  0 ' ( 1 , 5 , 10), £ ' ( 0 ,4 ,5 ) ,  £ ' ( - 1 , 2 , - 3 )  
является призмой. Б удет  ли эт а  п ризм а выпуклым многогранником?
7. Д ок азать , что следую щ ие поверхности:
а) эллипсоид,
б ) одна полость конуса второго порядка,
в) одна полость д вуполостного гиперболоида,
г ) эллиптический параболоид, 
ограничивают выпуклые множ ества.
8 . Д оказать , ч то при параллельном проектировании проекцией вы­
пуклого м нож ества является вы пуклое множ ество, а  проекцией вы­
пуклого многогранника — выпуклый многоугольник.
9. Н а плоскости дано  вы пуклое м нож ество Р  и  вектор а. П усть d  — 
минимальная ш ирина полосы  м еж д у  двум я  прямыми, параллельны­
ми вектору а, содерж ащ ей м нож ество Р .  Д оказать , ч то центр тяжести  
м нож ества Р  удален от  к аж дой  и з  эти х прямы х на расстояние не ме-
d
нее - .
10. П усть  н а  плоскости д а н о  вы пуклое множество Р ,  у  которого 
центр тя ж ести  находится в  точке S ,is .Q  — параллелограмм минималь­
ной площ ади с  центром в точке S , которы й содерж ит Р .  Д оказать, 
что параллелограмм, гомотетичны й данном у относительно центра S
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с  коэффициентом к  <  — содерж ится в множ естве Р .
З А Н Я Т И Е  1 5 . П Р О Е К Т И В Н А Я  П Р Я М А Я
1. Н а прямой даны  точки 0 и _ 0 2, Е  так, ч то  точка Е  л еж и т м еж ду  
0 \  и 0 2 и  0 \ Е  — 2 Е О 2 . Считая точки 0 \ , 0 2, Е  проективной системой  
координат на данной прямой, построить геометрически точки М (3 :
1), N (  1 : - 2 ) .
2. Н а прямой даны  точки 0 \ ,  О 2 , Е , где  О 2 — середина отрезка  
0 \ Е .  Считая O i,  О 2 , Е  проективной системой координат н а  данной  
прямой, построить геометрически точки М (  1 : 2 ), ЛГ(2 : 1), Р (  1 : —
3. Точка С  является серединой отрезка А В ,  а  точка D  — середина  
отрезка А С . Найти слож ное отнош ение {A B C D ).
4 . Н а  проективной пряной д ани  точки А (2  : 1), В (3  : 2 ), С (—1 : 1).
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Н айти координаты точки D  такой, что (A B C D ) =
5. Н а проективно-афф инной прямой введена проективная система  
координат с собственными базисными точками А \ , А 2 , и  собственной  
единичной точкой Е . А ф ф инны е координаты эти х точек: А \  =  (o i) ,  
А 2 =  (02)1 Е  =  (Ь). 1) Найти проективны е координаты х 1 : х 2 соб­
ственной точки М ,  имеющей аф ф инную  координату х . 2 ) Н айти аф ­
финную  координату х  собственной точки N ,  имеющей проективные 
координаты ж1 : х 2.
6 . Н а прямой введена аф ф инная систем а координат. Принимая  
несобственную точку прямой и  начало аф ф инной  системы коорди­
нат за  базисные точки А 2 и  А \  проективной системы координат, а  
единичную точку Е  аф ф инной системы координат з а  единичную  точ­
ку проективной системы координат, найти проективные координаты  
ж1 : ж2 собственной точки, имеющей аф ф инную  координату ж.
7. Найти неподвижные точки проективного преобразования
р х 1 =  ж1 +  2ж2, рж2 =  4жх +  Зж2.
8. Д оказать , что проективное преобразование
Г рж1 =  Зж1 — 5ж2,
\  рж2 =  ж1 +  ж2
не имеет неподвижных точек.
9. Найти все проективные преобразования прямой, квадрат каж ­
дого  из которых равен тож дественном у преобразованию.
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10. Д оказать , что п ри проективном преобразовании прямой, остав­
ляющ ем н а  месте несобственную  точку, совокупность собственны х то­
чек прямой подвергается аф ф инном у преобразованию.
З А Н Я Т И Е  1 6 . П Р О Е К Т И В Н А Я  П Л О С К О С Т Ь
1. Н а  проективной плоскости заданы  четы ре точки А (1 : 1 : 2), 
В (3 : —1 : 2 ), С (11  : —1 : 10), D (3 : 7  : 10). Д ок азать , что эти точки  
леж ат н а  одной прямой и  найти слож ное отнош ение (A B C D ).
2. Н а проективной плоскости заданы  три  точки А (2 : 1 :  —1), 
В (  1 : 0  : 2 ), С (  1 : 1 : —3). Д ок азать , ч то  эти  точки л еж ат н а  одной  
прямой, и найти на этой прямой точку D  такую , что (A B C D ) =  2.
3. Н а  плоскости даны  четы ре точки, аф ф инны е координаты кото­
рых А (  1 ,3 ), В ( 0 ,1 ) ,  С ( —1, —1), D (3 ,7 ) .  Д ок азать , ч то эти  точки леж ат  
на одной прямой и  найти слож нее отнош ение (A B C D ).
4. Н а  плоскости заданы  три  точки, аф ф инны е координаты кото­
рых А (0 ,2 ), В (2, —4), 0 ( —1 ,5 ) .  Д ок азать , ч то  эти  т очки л еж ат н а  од­
ной прямой, и  найти н а этой прямой точку D  такую , ч то (A B C D ) =  —2.
5. Н а  плоскости даны  четы ре прямые о  : у  =  2 х , Ь : у  =  Зх, 
с  : у  =  —х , d  : у  — - х .  Д ок азать , что эти  прямые п ринадлеж ат одному  
пучку, и  найти слож ны е отнош ения (abed) и  (acbd).
6 . Н а проективной плоскости д ани  четы ре прямые
а  : х 2 —х 3  =  0 , Ь : х х+ 2 х 2—х 3  =  0 , с : х 1+ х 2  =  0 , d  : 4 х 1 +  9х2 — 5х3 =  0. 
Д ок азать , что они п роходят через од ну  точку, и  найти слож ное отно­
шение (abed).
7. а ) З адав  н а  прямой точки А , В ,  С ,  построить геометрически  
точку D  так, чтобы  (A B C D )  =  — 1.
б) З адав  н а  прямой т очки А , С , D ,  построить геометрически точку  
В  так, чтобы  (A B C D ) =  —1.
8 . В  треугольнике A B C  прямая В К  является медианой. Построить  
геометрически прямую га, четвертую  гармоническую  к прямым В  А , 
В К ,  В С .
9. Сторонам и O 2O 3 , O 3O 1 , O 1O 2 базисного треугольника проек­
тивной системы  к оординат являю тся прямые, заданны е относительно  
аф ф инной  системы координат уравнениями х  — 4  =  0, у  — 3 =  0, 
Зх -I- 4 у  — 12 =  0. Е диничной точкой является  точка Е (3 ,2 ) .  Найти:
1) проективны е координаты  точки М , аф ф инны е координаты кото­
рой (1 , 1 ).
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2) аф ф инны е координаты точки N ,  проективные координаты которой  
( 4 : 3 :  - 6).
10. Вершины базисного треугольника и  единичная точка проек­
тивной системы координат имеют следую щ ие аф ф инны е координаты: 
0 1  (1> О г(—1 ,1 ), О з(0 ,0 ) , Е (0, —). Н айти в  этой  проективной систе­
ме координат уравнения осей координат и  уравнение несобственной  
прямой.
З А Н Я Т И Е  1 7 . П Р О Е К Т И В Н А Я  П Л О С К О С Т Ь .
К Р И В Ы Е  В Т О Р О Г О  П О Р Я Д К А  
Н А  П Р О Е К Т И В Н О Й  П Л О С К О С Т И
1. К ак  запиш ется уравнение кривой ж2 4- у 2  =  1 в проективной си­
стем е координат О 1О 2О 3Е ,  если з а  стороны  0 2 О з. 0 3 0 1 , 0 1 0 2  базис­
ного треугольника принять соответственно прямые у + 1  =  0 , у —1 =  0, 
х  — 0 , а  за  единичную точку Е  — точку (1 ,0 )?
2. Найти уравнение окруж ности, описанной около квадрата, при­
нимая три  его  вершины за  вершины базисного треугольника, а  чет­
вертую — за  единичную точку проективной системы координат?
3. Найти поляру точки ( —4 ,2 )  относительно кривой второго по­
рядка 6х 2 — Ъху — 4 у 2 +  Зж +  2 у  — 1 = 0 .
4. Н а  прямой х  — 5у  +  18 =  0 найти точку, полярно соиряжеипую  
с  точкой (—5 ,4 )  относительно линии 2 х у  — 6ж +  4 у  — 1 =  0.
5. Найти полюс прямой Зж — у + 6  =  0 относительно кривой второго 
порядка ж2 — 2жу  +  у 2 +  2ж — 6у  =  0 .
6 . Найти полюс прямой ж =  0  относительно кривой ж2 +  у 2 =  1.
7. П усть А В  и  C D  — д ве хорды  кривой второго порядке, пересека­
ющиеся в точке Р .  Д оказать , ч то точка пересечения прямых А С  и  B D  
леж ит н а  поляре точки Р . У казание: п рим енит ь т еорем у П аскаля к 
вы рож денны м  ш ест иугольникам  A A D B B C  и  A D D B C C .
8 . Сформулировать и  изобразить н а  рисунке утверж дение, двой­
ственное утверждению  преды дущ ей задачи.
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